
Renormalized equation

(𝜕𝑡 − Δ) 𝑢 = 𝑢2
𝑥 + 𝜉

with 𝜉 ∈ 𝐶−3/2−𝜅, parabolic scaling 𝔰 = (2, 1), spatial dimension 𝑑 = 1.

Divergent trees

𝜏 |𝜏| 𝑆(𝜏) 𝑘𝜏 𝐹(𝜏∗)

−3/2 − 𝜅 1 𝑘0 1

−1 − 2𝜅 2 𝑘2 2

−1/2 − 3𝜅 2 𝑘3 4

𝑋𝑥 −1/2 − 𝜅 1 – 0

−1/2 − 𝜅 1 𝑘1 2𝑢𝑥

−4𝜅 8 𝑘6 8

−4𝜅 2 𝑘7 8

𝑋𝑥

−2𝜅 1 – 0

𝑋𝑥

−2𝜅 2 – 0



𝜏 |𝜏| 𝑆(𝜏) 𝑘𝜏 𝐹(𝜏∗)

−2𝜅 1 𝑘4 4𝑢𝑥

−2𝜅 2 𝑘5 4𝑢𝑥

Legend: = noise, = integration node, solid edge = ℐ, dotted edge = 𝜕ℐ (derivative), 𝑋𝑛 above a node =

polynomial (Taylor) decoration, e.g. 𝑋𝑥 ; recall (Π𝑋𝑛)(𝑦) = 𝑦𝑛 .

Renormalized family

(𝜕𝑡 − Δ) 𝑢 = 𝑢2
𝑥 + 𝜉

+ 𝑘0

+ 𝑘2

+ 2𝑘3

+ 2𝑘1𝑢𝑥

+ 𝑘6

+ 4𝑘7

+ 4𝑘4𝑢𝑥

+ 2𝑘5𝑢𝑥

Canonical (BPHZ) renormalization — reduced

Each free constant at its canonical value 𝑘𝜏 = ℎ(𝑆′−𝜏) for a centered Gaussian noise, reduced for
a spatially-symmetric (e.g. white) noise: provably-zero ℎ(𝜎) set to 0 — root 𝑋𝑛 , pure-kernel
total derivatives, and odd spatial-reflection parity (𝑥 → −𝑥) — and 𝑜-duplicate ℎ(𝜎) merged (5
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of 8 vanish). Each is an exact identity.

𝑘0 = 0
𝑘2 = −ℎ0

𝑘3 = 0
𝑘1 = 0
𝑘6 = 2ℎ0ℎ2 − ℎ3

𝑘7 = ℎ0ℎ1 − ℎ4

𝑘4 = 0
𝑘5 = 0

giving the canonically renormalized equation(s)

(𝜕𝑡 − Δ) 𝑢 = 𝑢2
𝑥 + 𝜉

+ −ℎ0

+ 2ℎ0ℎ2 − ℎ3

+ 4ℎ0ℎ1 − 4ℎ4

where, for the 𝜀-regularized noise 𝜉𝜀 (covariance 𝐶𝜀) and the singular kernel 𝐾 of 𝐿−1, the
elementary expectations are given below.

ℎ0 = ℎ𝜀
( )

ℎ0 =

∫
(R2)2

𝐶𝜀(𝑧1 − 𝑧2) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧1) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧2) d𝑧1 d𝑧2

ℎ1 = ℎ𝜀
(
𝑜= − 3/2 − 𝜅

)

ℎ1 =

∫
(R2)4

𝐶𝜀(𝑧3 − 𝑧4) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧1) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧4) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧2)

𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧3) d𝑧1 d𝑧2 d𝑧3 d𝑧4

ℎ2 = ℎ𝜀
( 𝑜= − 3/2 − 𝜅 )
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ℎ2 =

∫
(R2)4

𝐶𝜀(𝑧2 − 𝑧3) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧1) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧4) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧2)

𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧3) d𝑧1 d𝑧2 d𝑧3 d𝑧4

ℎ3 = ℎ𝜀
( )

ℎ3 =

∫
(R2)6

𝐶𝜀(𝑧2 − 𝑧3)𝐶𝜀(𝑧5 − 𝑧6) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧1) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧4)

𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧2) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧3) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧4 − 𝑧5) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧4 − 𝑧6) d𝑧1 d𝑧2 d𝑧3 d𝑧4 d𝑧5 d𝑧6

+
∫
(R2)6

𝐶𝜀(𝑧2 − 𝑧5)𝐶𝜀(𝑧3 − 𝑧6) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧1) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧4)

𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧2) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧3) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧4 − 𝑧5) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧4 − 𝑧6) d𝑧1 d𝑧2 d𝑧3 d𝑧4 d𝑧5 d𝑧6

+
∫
(R2)6

𝐶𝜀(𝑧2 − 𝑧6)𝐶𝜀(𝑧3 − 𝑧5) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧1) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧4)

𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧2) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧3) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧4 − 𝑧5) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧4 − 𝑧6) d𝑧1 d𝑧2 d𝑧3 d𝑧4 d𝑧5 d𝑧6

ℎ4 = ℎ𝜀
( )

ℎ4 =

∫
(R2)6

𝐶𝜀(𝑧3 − 𝑧4)𝐶𝜀(𝑧5 − 𝑧6) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧1) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧6)

𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧2) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧5) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧2 − 𝑧3) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧2 − 𝑧4) d𝑧1 d𝑧2 d𝑧3 d𝑧4 d𝑧5 d𝑧6

+
∫
(R2)6

𝐶𝜀(𝑧3 − 𝑧5)𝐶𝜀(𝑧4 − 𝑧6) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧1) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧6)

𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧2) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧5) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧2 − 𝑧3) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧2 − 𝑧4) d𝑧1 d𝑧2 d𝑧3 d𝑧4 d𝑧5 d𝑧6

+
∫
(R2)6

𝐶𝜀(𝑧3 − 𝑧6)𝐶𝜀(𝑧4 − 𝑧5) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧1) 𝜕(0,1)𝐾(−𝑧6)

𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧2) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧1 − 𝑧5) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧2 − 𝑧3) 𝜕(0,1)𝐾(𝑧2 − 𝑧4) d𝑧1 d𝑧2 d𝑧3 d𝑧4 d𝑧5 d𝑧6
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